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F—Résumé x

L'analyse matricielle du comportement des
ossatures en réseaux de poutres croisées et son
extension au calcul automatique des dalles sont
présentées.

Une formulation mixte intégrant les développe-
ments analytiques de la méthode des raideurs et de
la théorie des équivalences est utilisée. Un bref
examen de la littérature spécialisée et les applica-
tions potentielles de la méthode sont d’abord discu-
tés. Les développements analytiques suivis par une
bréve description du logiciel élaboré sont ensuite
exposés.

Aux fins d'illustrer la validité et la versatilité
de la méthode, deux applications numériques sont
considérées. Les résultats obtenus sont successive-
ment confrontés avec ceux déduits de la théorie
des plaques et de la méthode des éléments finis
démontrant ainsi lefficacité de la méthode pour
une détermination rapide des éléments de réduc-
tion d'une part et de sa précision ainsi que de son
taux de convergence d'autre part.

Mots clés : réseau de poutres - dalle - méthode
des vecteurs - méthode des équiva-

\_ lences. o
1 INTRODUCTION

Les besoins pressants des secteurs des travaux
publics conjugués au développement des techniques
routi¢res conduisent a la construction sans cesse Crois-
sante d'ouvrages d'art constitués de grillages de poutres.
Ces grillages (désignés aussi sous le vocable anglo-saxon
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de "grids") sont représentés par des réseaux de poutres
assemblées rigidement aux noeuds, se croisant entre
elles selon des angles quelconques, souvent droits tels
que ceux observés ordinairement en pratique.

De tels systémes constructifs sont soumis en géné-
ral simultanément a l'action de chargements extérieurs,
normaux a leur plan moyen et a des vecteurs couples
de direction parallele a ce plan. L'interaction transver-
sale ou en d'autres termes la répartition transversale
des chargements sur l'ensemble des poutres maitresses
permet d'atteindre de grandes portées et d'obtenir des
solutions économiques d'autant plus significatives que
la liaison longerons-entretoises est plus rigide. Evi-
demment la transmission des chargements extérieurs
en flexion et en torsion sera d'autant plus effective
que le réseau sera solidaire d'une dalle.

Le probléme de calcul des réseaux de poutres croi-
sées a suscité des l'origine l'attention particuliére des
chercheurs non seulement en raison de sa complexité
et de son degré élevé d'hyperstaticité mais aussi et
surtout en raison de ses nombreuses et diverses appli-
cations.

Un examen des travaux publiés dans la littérature
spécialisée montre que les méthodes de calcul ont
considérablement évolué depuis les travaux théoriques
fondamentaux de Hetenyi [1] et Guyon [2] basés
essenticllement sur I'hypothése de rigidités torsionnel-
les négligeables. Les méthodes de calcul prenant en
considération ces derniéres en se basant sur la théorie
des plaques orthotropes et la méthode des coefficients
de répartition ont été développées par Massonnet [3] et
puis étendues plus tard par Bares [4] pour un coeffi-
cient de Poisson de valeur différente de zéro.



Un regain d'intérét notable s'est produit dans les
années soixante avec l'apparition des techniques
modernes de calcul promues a un développement rapi-
de grice a l'essor de moyens informatiques de plus en
plus performants. Pestel [5] proposa une extension de
la méthode d'idéalisation des plaques minces et coques
plates par la théorie des équivalences proposée initia-
lement par Hrennikoff [6].

Salonen [7] présenta une technique d'analyse
flexionnelle des plaques minces en utilisant la théorie
des réseaux de poutres croisées. Absi [8] développa
plusieurs modeles de configuration géométrique diffé-
rente de la théorie des équivalences en se basant sur
des criteres énergétiques. D'autres configurations
d'éléments ont été également présentées par Yettram et
Mc Kinnon [9] en employant des critéres de compati-
bilité de déformation.

Le présent article a pour objet de présenter une
méthode mixte, aussi simple et précise que possible de
calcul des réseaux de poutres croisées, compte tenu de
leurs rigidités torsionnelles. L'extension de la méthode
au calcul automatique des dalles est examinée via la
théorie des équivalences.

Les applications de la méthode sont multiples et
concernent une gamme étendue de systémes construc-
tifs et ouvrages d'art tels que les systemes de fonda-
tions, couverture de grandes surfaces, planchers indus-
triels, ponts a poutres multiples avec ou sans effet de
platelage, ponts biais et ponts A précontrainte transver-
sale, etc.

2 FORMULATION DU PROBLEME

Les étapes principales de résolution du probléme
sont décrites en détail ci-apres. Elles consistent en une
décomposition systématique du probléme selon une
série d'opérations hiérarchiquement effectuées comme
suit :

¢ Définition du probléme (calcul automatique de
poutres croisées ou de dalles).

¢ Introduction des données géométriques et méca-
niques.

¢ Formation de la matrice des raideurs élémentai-
res directement dans le systtme d'axes global.

¢ Assemblage de la matrice des raideurs globales.

¢ Détermination du vecteur chargement extérieur.

¢ Résolution du systéme d'équations linéaires.

¢ Evaluation des réactions.

< Détermination des éléments de réduction dans le
repére local.

La matrice des raideurs élémentaire [K®] dans le
systtme de coordonnées locales (Figure 1) s'écrit :
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Elle peut étre interprétée comme le résultat de la
combinaison de l'effet d'un élément poutre en flexion
auquel a été superposé l'effet de torsion, dont les ter-
mes génériques de la matrice des raideurs peuvent &tre
déterminés directement a partir de l'expression suivan-
te déduite de l'application du théoréme des travaux
virtuels [10] :
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9; et 93 représentent les dérivées premitres calculées
pour les valeurs particulieres des indices i et j a partir
des fonctions de forme angulaires :
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E, G : modules d'élasticité longitudinale et trans-
versale, respectivement.
L, I, : longueur de I'élément et inertie de flexion
par rapport a l'axe y, respectivement.
J : constante de torsion de Saint Venant (identique
au moment d'inertie polaire pour les sections
circulaires).

On en déduit directement l'expression analytique
de la matrice des raideurs élémentaire dans le repére
global [Ki] a l'aide de la matrice de transformation
[R,] dont la transposée est égale 4 sa matrice inverse

R,)!
(6] = [Re] * %] [Re]

Le processus d'assemblage consiste a combiner
systématiquement les matrices de raideurs élémentai-
res et les affecter aux positions correspondantes de la

matrice des raideurs globale [K°] qui peut &tre

W W

réarrangée sous la forme suivante :

Figure 1 : Systéme de coordonnées locales.
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La sous-matrice [K] représente la matrice des rai-
deurs associées aux déplacements libres.

La sous matrice [K;,] est généralement rectangulai-
re ; elle contient les raideurs correspondantes aux
degrés de liberté bloqués causés par les déplacements
des degrés de liberté initialement libres.

La sous matrice [K] est la transposée de [Ky,].

La sous matrice [K,] correspond aux réactions
associées aux degrés de liberté initialement bloqués et
causées par un déplacement unitaire de ces degrés de
liberté.

Le vecteur chargement extérieur {A) est obtenu en
combinant les charges appliquées aux nceuds et celles
sur les éléments.

Le vecteur déplacement libre [D] contenant les
inconnues primaires du probléme peut &tre obtenu par
résolution des équations linéaires d'équilibre statique :

[K] {D} = {A]}
Les réactions sont données par :
(R} = (R*} + [Ky) (D)

ot {R"} représente les réactions de la structure sans
déformation.

De maniere analogue, les efforts internes sont
déterminés par la superposition de deux états
d'équilibre : un état d'équilibre sous chargement sans
déformation et un état d'équilibre correspondant a des
déformations sans chargement.

{Aul; = (Ap); + [Kg); [Ry]; [D};

ol le vecteur (A,}; contient les éléments de réduction
aux extrémités de l'élément "i" et le vecteur (Ap};
représente les €léments de réduction de cet élément
considéré bi-encastré.

3 DETERMINATION DES CARACTERISTIQUES
DES DALLES EQUIVALENTES

L'application du logiciel developpé, a l'analyse
flexionnelle du comportement des milieux continus
plans, conduit 2 adopter un réseau de poutres équiva-

lent dont les caractéristiques seront évaluées par la '

théorie des équivalences. Celle-ci [7] constitue une
approche générale permettant de substituer A 1'étude
d'un corps réel chargé, celle d'un autre corps fictif
plus accessible au calcul. Ce corps fictif peut avoir
des caractéristiques et des lois de comportement
n'ayant pas nécessairement une réalité physique.

A cet effet, considérons une dalle de plan moyen
(x, y) et d'épaisseur h. L'énergie de déformation par
unité de surface est :

1D{am _ +2vao am,,mv) "'}
By a"’)’
0))
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oxdy dw? 9y ? axdy
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ou la rigidité flexionnelle, D, de la dalle est don-
née par :

Eh’

D 8 s
12 (1-v?)

h et v désignant respectivement 1'épaisseur de la dalle
et le coefficient de Poisson.

Dans I'hypothése des petites déformations la théo-
rie classique des plaques minces néglige les efforts de
membrane impliquant :
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L'équation (1) devient alors :
U =XD %0 |*, 3% |? % |? 3
°= 3 Ix? ay? axdy 3)

Considérons maintenant les énergies de flexion et
de torsion d'une poutre de faible longueur 1, liée & un
systtme de référence propre (x,y). Le moment de
flexion en fonction de la déformée ® est donné par :

_ %0
M;=EI r @
L'énergie de flexion s'écrit :
1 ER0) 1 %0
wW.=—M = BIT o=
"2 T B 2 ®)

En écrivant W, dans le systéme d'axes global (x, y),
on obtient :

2 2
W, = lp 00 os2042 aaam sin ot cos o
2 ox xaoy (6)
2
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Par ailleurs, le moment de torsion M, a pour
expression :

?%*w
M. =GIJ
: axdy ®

L'énergie de torsion est donnée par :
%0 |?
oxdy

2
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axady 2
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En écrivant, W, dans le systeme d'axes global (x, y),
on obtient :
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En supposant le grillage disposé parallelement au
systeme de référence (x, y) et en égalisant les énergies
de déformations totales, on peut écrire finalement :

W = A UO = (Wf + Wl)u + (Wf + Wl) 1k (12)
o W désigne I'énergic totale de déformation de

I'élément de la dalle considérée et A, l'aire de cet élé-
ment.

Ou encore
apll2e |’ |2% |, ,| 3% |
ox? dy> axay
(13)
*w |* o*w d’w |
=p; |—| + + Y
pu ax2 P ayz [U kl] axay
d'ol par identification :
1
pij=pu=E(Yij+Ykl)=AD (14)

Les relations (14) donnent les caractéristiques du
réseau de poutres équivalent a une dalle permettant
ainsi de traiter des dalles de dimensions quelconques
avec des conditions d'appuis diverses.
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Figure 2 : Substitution de la dalle & un réseau de poutres.

4 MODULES DU LOGICIEL ELABORE

Le logiciel C.S.R.P.C. (Calcul Statique des
Réseaux de Poutres Croisées) est composé de quatre
modules réalisant les tdches primaires suivantes :

DATSTR :
< Lecture, modification et vérification des données.
Deux options sont proposées : soit un calcul de
réseaux de poutres croisées soit un calcul de dalles
dont les caractéristiques équivalentes seront déter-
minées automatiquement.

ASSMAT :
% Formation des matrices des raideurs élémentaires,
réarrangement, assemblage et stockage demi-
bande de la matrice globale des raideurs.

¢ Construction et assemblage des vecteurs charge-
ments extérieurs.

RESOLYV :

< Résolution de systemes d'équations linéaires par
l'algorithme de Gauss modifié en vue d'un traite-
ment efficace de matrices stockées en demi-
bande.

EFFORT :
<+ Détermination des réactions des supports et des
efforts internes aux extrémités de chaque élément.

5 APPLICATIONS NUMERIQUES
Application 1 : Influence de la rigidité torsionnelle.

Un formulaire souvent utilisé dans les bureaux
d'études pour le calcul des réseaux de poutres croisées
est l'aide-mémoire de résistance des matériaux de J.
Goulet [11]. Les restrictions de ce formulaire sont plu-
t6t nombreuses, en particulier :

v Choix limité des conditions d'appuis et du maillage.

v Rapport des dimensions des panneaux (mailles)
fixes.

v Rigidité EI constante.

v Réseaux orthogonaux seulement.

v Résuliats donnés en quelques nceuds.

v Chargements extérieurs concentrés aux nceuds seule-
ment.

v Effet de torsion négligé.

Le logiciel proposé comble I'ensemble de ces res-
trictions en donnant notamment les déplacements et
les éléments de réduction en n'importe quel point
compte tenu de rigidités flexionnelles et torsionnelles
variables, d'orientations quelconques des ¢éléments
structuraux et de chargements extérieurs généralisés a
des éléments quelconques.

En ce qui concerne I'étude de l'incidence de l'effet
de torsion, l'analyse de plusicurs cas d'espéce sous
chargement symétrique appelle les observations sui-
vantes :

O Les éléments ne subissant pas de déformations
torsionnelles sont soumis & un moment de flexion
pratiquement égal a celui proposé par le formu-
laire.

O La prise en compte des rigidités torsionnelles des
éléments structuraux permet de conclure, que
dans certains cas, il est possible de réduire de
40% les moments de flexion estimés a partir du
formulaire. Ceci souligne clairement l'intérét de
la méthode de calcul suggérée.

Application 2 : Calcul du déplacement au centre d'une
dalle carrée.

Afin d'illustrer I'applicabilité de la méthode au cal-
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cul des dalles, considérons une dalle isotrope, encas-
trée aux bords, chargée uniformément (q) sur toute sa
surface (L?) et déterminons le déplacement de son cen-
tre qui se réduit a la seule composanie verticale :

Omax = 04 LYD

Ce probléme présentant une symétrie de géométrie
et de chargement, seul le quart de la dalle est analysé.

Les résultats obtenus par application de la présente
méthode sont comparés systématiquement aux résultats
analytiques "exacts" et a ceux déduits de la méthode
des éléments finis [12] .

Les résultats finaux sont présentés dans le tableau
et schématisés dans I'histogramme (Figure 3) suivants :

dans sa capacité a simuler le comportement d'un pro-
blgme bidimensionnel par un élément monodimension-
nel. Elle ouvre la voie a d'intéressantes perspectives
pour une solution économique du probléme des pla-
ques ¢épaisses moyennant quelques modifications
mineures dans la formulation du probleéme @
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